5. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a)

0 20
gl y) o) = Flue ), o(@y) - dy(e,y) + filuley) oly) - v (ey) =
2x
:\/l—i—v(x,y)Q-Qezx—l—L’y)-ex: 1+(e)2-262x+67-€z:
2¢/1 + ’U(.’E,y)z 24/1 + (ex)Q
3x
=92 2x 1+ 2;5_1_ €
‘ ‘ 2V/1 + e2®

%ﬂﬂa%ﬁamY?mm@mwmww%@w+ﬁwwwwmw»%ww=

:1/1+U(x7y)20_|_%0:0

2¢/1+v(z,y)?
Priklad 1 (b)
V 20

S 9), o) Y2 o 0l fl -l =

— v(a,y) 2wz, y) - (— cos) + 2u(z, y)o(z,y)w(z,y) - (- sine) + Bulz, y)o(e,y) w(z,y)? - e =

= —cos®x - 3 + 2sin® x cos x> — 3sin z cos® xe>*

9 2
@ﬂMawm@w»ﬁ?mw@+ﬁwg+mw%=

= U(l‘a y)QQU(ZL‘, y)3 -0+ QU(ZE, y)’U({L‘, y)w(x, y)S 0+ 3“(3;7 y)’(}(aj, y)Qw(x’ y)2 0=0

Priklad 1 (c)
ST (e, ), 0 ) Y2 ol y),w(e,) - ) + (), o) -0 =

= cos (u(x,y)) cos (v(z,y)) - 2(x — y) — sin (u(z,y)) sinv(x,y) - 2z =
=2(x — y) cos ((x — y)?) cos(z® — y*) — 2z sin ((z — y)?) sin (2* — y?)

%fw%wwaw‘?ﬁwmww@ww%mw+ﬁwmwwmw»%=

= cos (u(z,y)) cos (v(z,y)) - 2(z — y) - (=1) —sin (u(z,y)) sin (v(z,y)) - (=2y) =
=2(y — ) cos ((z — y)z) cos(x? — y?) + 2ysin ((z— y)z) sin (372 — y2)
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Piiklad 1 (d)

%f (u(zx,y, 2),v(x, Y, 2), w(x,y,2)) = fo -ty + fo - Uy + fo - W) =

1 Yy
= _3 2. " 2. - 49 — =
u(z,y) - e +w(zx,y) PR Ty + 2v(z,y)w(x,y) NCTET
= 3372 4 Ty + 2

Yy
— +21 2y +3z2)%
x+2y+32+ og(z + 2y + 2)2

0
(‘Tyf (u(z,y, 2),v(x,y, 2), w(w,y,2)) = fo - uy + fo - v, + fo, - wy, =

2 T
—_ 2 (Y 2,2 49 R —
Su($7y) ( € ) + w(ﬂf,y) T + 2y + 32 + 'U(l:,y)w(m, y) 2 /:L,y + 2
_ 363(z y) + (.I'y—‘r )

1 2 3
T+ 25132 + zlog(z + 2y + 3%2)

& 1wty 2), 00w, 9, 2,00, ,2)) = Fo vl ool -, =

= —3U(.ZU, y)2 -0+ QU(J?, y)2 '

1
2  —_—  —
P v(z, y)w(z,y) - 5 T
3Vay + 2z

=7 = 1] 2y + 3
;1c—i—2y—i—32+Og(gjjL y+32)

Piiklad 2

Pomoci fetizkového pravidla spoctéme parcialni derivace funkce F

OF : °) = L)
O z x v v v ’
oF 1
V20 T log tz-f <y z>.7
oy z' xz) =z
F v 1
OF v 20 —Flogr+a-fy(L,2). 2
0z rors v

Pak plati nésledujici.

vr gyt~ plownt Lt (L) -an (52) -en (1) +

+—log:r:+yf' (—,E) — oga+ 2f! (y Z) =
z z z'x
ylogx+xf<y Z)—l—@: et
x z

Priklad 3

0 .
8%V=2”f;(ﬂf+y,x—y)+f{,(fr+y,x—y)
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&g 9 . /

V 20
= focs@+tye—y+fr,@+yc—y) (1) + fl(e+yz—y)+ [, (c+y,z—y) (-1

0%g
M(a7 b) = fa,:/,x(a+ baa - b) - fal,‘/,y<a + bva - b) + f;[//,x(a +b7a - b) - fgg/,y(a"i_ b,CL - b)

Priiklad 4
Spoctéme prvni a druhé parcidlni derivace F'.

OF v -
DL ot y) +af @) + g+ y)

(Z e (@4 y) +gla+y) +yd @+ y)
9°F v o O
57 = g (Faty) raf@ty) tud@ty) =2/ @ +y) +of (@ +y) +yg" (e +y)

0°F v 0
8$;; =g, Uy af @y +ug@+ ) = Flaty) +af @+ y) + 9@+ y) g @ +y)

O%F v oy O
i =0 3 (zf'(x+y) + 9@ +y) +yg (@ +y) =xf (¢ +y)+2¢' (= +y) +yg"(x +y)
Pak plati.
0%F 0%F 0’F

il _9 - - - =
92 (z,y) 920y (z,y) + e (z,y)

=2f"(x+y) +2f"(x+y)+yg"(z +y)-2f (& +y)-
=2z f"(x +y) —2yg" (x + y)+a f"(z +y) +yg"(x +y) =0
Piiklad 5 (a) v =wucosy, y=using, [zo,%0,uo,v0] = [1,0,1,0]
PouZijeme Vétu 23 o dvou implicitnich funkcich. Zavedme funkce

v v
Fi(z,y,u,v) =2 —ucos —, Fy(z,y,u,v) =y — usin—.
u u

Plati, ze F1(zo, yo,u0,v0) = 0 = Fa(x0, Yo, uo,vo). Spocitejme viechny prvni parcialni derivace funkei
F1, Fy. 7 jejich predpist pak plyne, Zze na okoli bodu [z, yo, uo, vg] jsou spojité jakozto soucet a sloZeni
spojitych funkei. Rovnou si spo¢téme i derivace v bodé [xg, Yo, uo, Vo], neb tusime, Ze se ndm pozdéji
budou hodit.

Pouzijme znaceni pro gradient:

oF oF OF OF
VF(nya U,U) = <a$(x7y7u7 U)aaiy(xayfu’a U)7%(x7y7u7 v)7av(x7y7u7v)> .

1 1 1

0 0
VE(z,y,u,v) = —cosy tusingy - 7 - —cosy — osing VFi(1,0,1,0) = -1
sin 7 sin o 0

Matematika 2, 2024 /25 3



VEy (2, y,u,v) = s v —v v | = 1|wv v s v VF5(1,0,1,0) =
—siny —wu- 3 cosy 4 cos & —sin o
—cos ¥ —cos ¥ -1
u u

Ovérme posledni pfedpoklad Véty 23 - spoc¢téme hodnotu determinantu matice parcidlnich derivaci.

(F1)y  (F1)y
(1,0,1,0) =
(o), (F2),

-1 0

o |CD D -00=1-0=120

Podle Véty 23 tedy soustava urc¢uje implicitni funkce u = ¢(z,y),v = ¥(x,y).

Spoc¢téme derivace pomoci matic, jak je odvozeno v superseminaii a uvedeno v teorii.

vime, ze vektor (¢,(1,0),1,(1,0)) je feSenim soustav, jeZ lze reprezentovat pomoci nasledujici matice
(hodnoty derivaci jsme dosadili podle vypoétii vyse):

o, > ( 0 4l >
1,0,1,0) =

—(Fy)!, ( ) 0 -1 0

Z matice vychazi, ze nutné ¢/ (1,0) = 1,¢.(1,0) = 0.

Analogicky postupujme pii vypoctu derivace podle y.

(7)), /-1 0
—(sz; >(1’0’1’0) B < 0 -1

%)

. s s~ ~ / _ / _
Z matice vychézi, ze nutné ¢ (1,0) = 0,7, (1,0) = 1.
Jiny zptsob, jak spodéitat derivace:

Plati, ze Fi (z,y, p(x,y),¥(z,y)) =0 = Fy (z,y, p(x,y),¥(z,y)) (ze znéni véty). Plati tedy nasledujici
rovnosti.

Y(z,y)

Fy (wayvﬁﬂ(%y)W(%y)) =T - (p(x7y) - COS cp(x,y) =0 (1)
v o) - sin PEY)
F2 (3«“72/7@(9573/)7w($7y)> =Y 90( 7y) (,0(517,3/) 0 (2)

K vypocteni ¢!, 1! zderivujeme rovnosti (1), (2) podle x. V§imnéme si, Ze prava strana je 0, tedy se
nédm zderivuje na 0. Dostaneme nésledujici soustavu.

J— ! X - COS w(x’ y) J— T . Sin ’y> . w;@;’ y) ’ SO(Q?, y) - 1/}(:1:7 y) ) 9026(‘737 y) —
1 —py(z,y) (1) o(z,y) ) o)’ 0
ey s L@ @y Y@ y) el y) — Y@ y) - el y)
Prlan) o ) AR G ) EEE !

Matematika 2, 2024 /25 4



Dostali jsme tak vztahy pro ¢!, 1. Jelikoz nas zajimaji derivace jen v bodé [xg,yo], dosadime do
predchozi rovnice tento bod a az pak soustavu vyfesime, abychom spocetli hodnoty derivaci. Dosazenim
bodu [zg, yo] dostavame nasledujici soustavu.

- gplx(x(% yO) =0

W (wo,y0) 10

1-1 5

= ! (x0,90) =0

Dostévame, ze @5 (20, y0) = 1,15(z0,y0) = 0.
Stejnym zptsobem spocCteme derivace podle y. Zderivovanim rovnic 1, 2 podle y dostaneme:

) P@Y) s (@y) Yy(y) el y) — vl y) py(ey)
#y(:0) o(z,y) #l.0) o(z,y) o(z,y)? =0
g Y@ o by) (@) - e(ey) ) - ey(ey)

L eyle) e(z,y) T elz9) e(z,y) o(z,y)? !

Dosazenim bodu [z, 9] dostaneme:

- (P;(x(), yO) =0
1 — (20, y0) =0

Plati tedy, ze ¢y, (20, y0) = 0, (x0,%0) = 1

Parcialni derivace téchto funkei lze spocitat téz dosazenim do vzorci, které jsou odvozeny v teorii k 5.
cviceni.

Piiklad 5 (b) xe"™ +2uv =1, ye" " — {5 =2z, [0, Y0, uo, vo] = [1,2,0,0]

Plati, ze F1(xo,yo,u0,v0) = 0 = Fy(x0,yo, o, vo). Spojitost parcidlnich derivaci funkei Fi, Fy plyne
z pfedpist pro jejich derivace - uvedené nize - a faktu, ze sloZeni spojitych funkci a operace se spojity-
mi funkcemi dévaji slozenou funkci. Spoéteme rovnou i derivace v bodé [zg, yo, ug, vo], které budeme
potiebovat pozdéji.

eu-i—v 1
VFi( ) ’ VFi(1,2,0,0) 0
T,y,u,v)= 5 5 4y Uy =
1y etV 4+ 2y ! 1
xe"tV 4+ 2u 1
-2
-2
eU7’U
VFQ(.’E,y,U,’U) = eU—v 1 y VF2(1,2,0,0) =
Yy 1+v
-2

—yet Y 4 (1_&)2

Nyni spo¢téme hodnotu determinantu matice parcialnich derivaci.
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1

=21 1=-340

v 1
(1,2,0,0) = ‘1

Podle Véty 23 tedy soustava urc¢uje implicitni funkce u = ¢(x,y),v = ¥(z,y).

Spoctéme parcialni derivace pomoci matice.

Vektor ((1,2),1.(1,2)) je FeSenim soustav, jez lze reprezentovat pomoci nasledujici matice (hodnoty
derivaci jsme dosadili podle vypocti vyse):

i omon- (3 A1) -0 A1)~ (0 A1)

Z matice vychazi, ze nutné ¢/ (1,2) = 0,¢.(1,2) = —1.
Analogicky postupujme pii vypoctu derivace podle y.
< (F1),,  (F1)y,

(R, (P, :E%)“’?’O’O):(i 5 —01>N<(1) i

Z matice vychazi, ze nutné ¢y, (1,2) = 3 a ¢ (1,2) = —¢,(1,2) = —3.

%)

Jiny zptisob, jak spocist derivace:
Zderivujeme rovnosti Fi(x,y, o(x,y),¥(z,y) = 0, Fa(z,y, p(x,y),¥(z,y)) = 0, do ziskané soustavy
dosadime bod [z¢, 3] a soustavu vyFesime.

Fy(z,y, (@, y), (2, y) = 2e? OO 420 (2, y)i(2,y) =1 =0

Fola,y, p(a,), () = yer@) v P

1+M%w—4x:0

éf=$e““m¢m”+xﬁWW+“””@é@wﬁ+¢ﬁ%yﬂ+Q¢M%w¢@mn+2ﬂ%yﬂé@w)=0

ox
(x,y) ) (1 + ¢($ay)) - 90(1'73/) ) w;(% y)

5 —2=0
(1 + (2, y))

/
yePEN @) (of (1 y) — (2, y)) — 2F

[z0,90] = €® +1-€® (¢l(0,%0) + ¥} (20,50)) =0

(w0, y
2e° (¢, (0, y0) — Vi (z0,30)) — W

-2=0

1+ @, (w0, 90) + ¥4 (20, 50) =0
@ (w0, y0) — 29, (w0,90) —2 =0

Dostavame: ¢, (zo,yo) = 0,9 (zo,y0) = —1
0
O gt DD (o () + 4 (2,9) + 20, (2, 9) (@, ) + 20, 9)Y) (3, ) = 0

oy
Cey(my) - (L4, y) — (e, y) - ¥z, y)

; -0
(1 + (2, y))

eP @V =V@Y) | (@) —t(@y) () (z,y) — ¥} (z,y))
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[0,50] = 1- € (&}, (0, 0) + ¥y (x0,50)) =0

e +2¢° (¢}, (w0, y0) — ¥}, (w0, 90)) —

@y (20, 90) + Py (0, 90) = 0
1+gy (20, y0) — 24 (0, 90) = 0

Dostavame: gp@(zo,yo) = —%,T,Z);(l‘oayO) = %

Parcialni derivace téchto funkei lze spocitat téz dosazenim do vzorci, které jsou odvozeny v teorii k 5.
cviceni.

Priklad 5 (c) z = e" +usinv, y=e"—wucosv, [zo,y0,u0,v0] = [1+e,e,1,7F]
PouZijeme Vé&tu 23 o dvou implicitnich funkcich. Zavedme funkce

Fi(z,y,u,v) =x —e" —usinv, Fy(x,y,u,v) =y —e“ + ucoswv.

Plati, ze I (l’o, Yo, U0, 1)0) =0= Fg(l'o, Yo, U0, 'Uo).

Spojitost parcidlnich derivaci funkci F, F5 plyne z pfedpisii pro jejich derivace - uvedené nize - a faktu,
ze slozeni spojitych funkci a operace se spojitymi funkcemi déavaji sloZzenou funkci. Spocteme rovnou i
derivace v bodé [xg, Yo, uo, Vo, které budeme potiebovat pozdéji.

1 1

VF(z,y,u,v) = 0 , VF (1 +eel, E) = 0
—e — sinw 2 —e—1

—% COSV 0

0 0

1 T 1

VFy(z,y,u,v) = et cosw | VF, (1 +e,e1, 5) =,

—usinv —1

Nyni spo¢téme hodnotu determinantu matice parcialnich derivaci.

Podle Véty 23 tedy soustava urc¢uje implicitni funkce u = o(z,y),v = ¥(x,y).

Spoctéme parcidlni derivace pomoci matice.

Vektor (oz(1 + e,e),1.(1 4+ e,e)) je FeSenim soustav, jez lze reprezentovat pomoci nasledujici matice
(hodnoty derivaci jsme dosadili podle vypoctu vyse):

(e o e Y (e ) = (00 O 1)
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Z matice vychazi, ze nutné ¢, (1 +e,e) = %—Q—e’d}i[f(l +ee)=—ep(l1+ee)= —=.
Analogicky postupujme pii vypoctu derivace podle y.
< (F1)u  (F1)y

e (| iy, ) (v )= (T8 1Y)

Z matice vychézi, ze nutné ¢} (1 +e,e) = 0,9, (1 +e,e) = —epy (1 +e,e) +1=1.

Jiny zptisob, jak na derivace:

Parcialni derivace téchto funkei lze spocitat téz dosazenim do vzorci, které jsou odvozeny v teorii k 5.

cviceni.

O (0, 90) = (FQ)% (%0, Yo) (F1)£L (z0,y0) — (F1)., (0, y0) (Fz)% (z0,90) _ 0—1-(=¢) _ —e
(F1),, (0, y0) (F2), (z0, y0) — (F2), (20, 90) (F1);, (%0, 0) —e—1 e+1

! — (F1),, (w0, y0) ¥ (0, 30) — (F1)} (330,1/0) -0-1 1

Felin ) = (F),, (0, 90) T Te—1 e+1

ooy — (2 (@) (B, (o) = (B, o o) (Boly () —e =10 _
yA (F1), (z0,90) (F2)., (w0, y0) — (F2)., (0, v0) (F1)., (0, Y0) o1

4,0/ (0, y0) = —( ) (70, %0) ;(wo,yo) (F ) (zo,Y0) _ 0-0 _
o (F1),, (20, o) e+1

Priklad 5 (d) 5zu + 3yv = 42%yv + duv, 4dayud + zv? = Syuv,  [z0, Y0, uo,v0] = [1,1,1,1]
PouZzijeme Vétu 23 o dvou implicitnich funkcich. Zavedme funkce

Fi(x,y,u,v) = bzu + 3yv — 4z’yv — duv,  Fy(z,y,u,v) = dzyu® + zv* — Syuv.
PouZijeme Vétu 23 o dvou implicitnich funkcich. Zavedme funkce
Fi(x,y,u,v) =x —e" —usinv, Fy(x,y,u,v) =y —e“ 4+ ucoswv.

Plati, Ze F1 (2o, Yo, uo,v0) = 0 = Fa(z0, Yo, uo, vo)-

Spojitost parcidlnich derivaci funkei F, F» plyne z pfedpisii pro jejich derivace - uvedené nize - a faktu,
ze slozeni spojitych funkci a operace se spojitymi funkcemi déavaji sloZzenou funkci. Spocteme rovnou i
derivace v bodé [z, yo, ug, v}, které budeme potiebovat pozdéji.

ou — 8Tyv -3
3v — 4x?v -1
VFi(z,y,u,v) = VF(1,1,1,1) =

5 — Suv -3
3y — 4$2y — 42 =5

Ayu® + v? 5

dzud — buw —1

VEy(x,y,u,v) = VFy(1,1,1,1) =
12zyu? — 5yv 7
2zv — dyu -3
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Nyni spo¢téme hodnotu determinantu matice parcialnich derivaci.

-3 =95
7T =3

(F1)y (F1)y
(1, 1,1, 1)
(F2),  (F2)y

= —3-(=3)—(=5)-T=9+35=44#0

Podle Véty 23 tedy soustava urcuje implicitni funkce u = ¢(z,y),v = ¥(x,y).

Spocétéme parcidlni derivace pomoci matice.

Vektor (pz(1+e,e),9:(1+ e, e)) je FeSenim soustav, jez lze reprezentovat pomoci nasledujici matice
(hodnoty derivaci jsme dosadili podle vypoctu vyse):

—(F), (-3 -5] 3 —21 -35] 21

— (R, LLLD={ 7 _3|_5 21 -9 | —15
-3 -513 -3 513
0 —44|6 0 -2213

Z matice vychazi, Ze nutné ¢}, (1,1) = —35, ¢4 (1,1) = ZL 3+ 5¢,(1,1)) = -1 - 18 = 17

Analogicky postupujme pii vypoctu derivace podle y.

(F1),  (F1), | —(F1)y, (11.1,1) = -3 —5]1 —21 —35|7 -3 511
(F),  (Fa), | —(Fa), A N AR | 21 -9 |3 0 —4410
Z matice vychézi, ze nutné , ¢ (1,1) = 18 = —%,90;(1, 1)=-1(1+ Bipr (1,1)) = 1.2 - L

Jiny zptisob, jak na derivace:

Parcialni derivace téchto funkei lze spocitat téz dosazenim do vzorcti, které jsou odvozeny v teorii k 5.
cviceni.

(F2); (w0, y0) (F1)y, (x0, %0) — (F1);, (w0, y0) (F2)y, (z0,%0) _ —15+43-7 =3

velo:p0) = (F1),, (0, 0) (F2),, (x0,y0) — (F2),, (z0,%0) (F1)y, (0, Y0) —44 22
o (20, 90) = — (F1), (0, y0) ¥ (€0, y0) — (F1); (w0, 90) _ 555 +3 _ —15+3-22 17

: (F1),, (0, %0) -3 ~3.922 22
W (0, 40) = (F2); (w0, yo) (Fl); (w0,%0) — (Fl), (o, Yo0) (FQ); ($an0) 347 -5

o (F1)), (20, y0) (F2), (z0, %0) — (F2), (z0,90) (F1)), (z0,50)  —44 22

/ — (F1)y, (w0, o)Wy (w0, y0) — (F1)), (wo,50) 2 +1  —25+22 1
Fulrosto) = (F1),, (0, o) T3 T 322 T 22

Priklad 6 (a) arccos(logz + logy) = 3arcsin 22, [z, yo] = [1,
Implicitni funkce: Rovnici anulujme a zavedme funkci F'(x,y)
Ovéime predpoklady Véty 22.

1]
= arccos (log x + log y) —3 arcsin +y.
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-1 3

a:\/l — (logz + log y)* 4\/1 — (%)2
Fy(e,y) = — —
y\/l — (logz +logy)*  44/1— (“’fty)

Fl(z,y) =

Chceme, aby z = ¢(y), proto podminka (i) z Véy 22 je: FL(x,y) # 0 (zdména proménnych).
Z¥ejmé F € CY(G), kde je G dostatetnd malé ot. okoli bodu [xo, 0], F(x0,%0) = 0 a F.(xo,y0) =
-1 3 _ o 1_ .3 _ _q_ /3

R T Viro

Dle Véy 22 zadana rovnice ur¢uje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkei ¢ a plati, ze p(yo) =

7.
Prvni derivace o: Podle Véy 22 spocteme ¢’ (yo)-

(o) = — é(@(yo)ayo)_i_l_ %_71
R AN R

Druha derivace ¢: Spoc¢teme druhé parcialni derivace funkce F' a dosadime do pfedpisu odvozeného

v teorii k 5. cviceni.

Zadefinujme pro usnadnéni vypoctu funkce: g(z,y) := x\/l—(lnglx—Hogyf yh(z,y) - W.
-5

I

|
g
)
2

Falc(wuy> = g(x7y) + h(x7y)7ng(xay) = g(y,m) + h(l’,y)

@(x y) = 1— (logz +logy)* + = - (~2(logz + logy) - 1)
Oz xQ-(l—(logx+logy)2)
0 ) 1—(04072+1-(=20+0)-%) 1
8ﬁ<$07y0):£($07y0): ) ( (2 ) 1):1:1
” y 12-(1—(0+0)>
O ) = =2 - Y
ox 7 T T4 . 23' ]
2/ (1-(=)°)
O o) = (g ) = =2
O 05 Yo _8y 0, Y0 =61 o 5 = 3
(1_(T)>
1
F// , :lx , +hlx , :1_7
2.2 (T0,Y%0) = g5 (70, Yo) (70, %0) Wi
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Fy o(20,90) + Fy (20, 90) - ¢ (y0) = <1 - 4\1/§> + <1 - 4\1@) (-1)=0

Fy (z0,y0) + F, ,(x0,%0) - ¢ (30) = 0

Nyni dosadime do pfedpisu pro ¢”, ktery je odvozen v teorii k 5. cviceni (z Fetizkového pravidla).
Uvédomme si viak, Ze jelikoz = = ¢(y), tak se nam prohodila role x y y, proto ve vzorci niZe je napf. ve
jmenovateli (F%)? apod.

o Flet Fly o) - By (Rl By )
(F1)?

x

0-(—1— 3)-0-(2—1— ;})_0
v

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

e=T(y)=¢Wo)+ ¢ W) y—v)=1-1y-1)=1-y+1=2—-y

Priklad 6 (b) sin(arctanz + arctan(2y)) + cos(arctan z + arctan(2y)) = 1, [zo, yo] = [—1, 3]
Implicitni funkce: Rovnici anulujme a zavedme funkci F(z,y) = sin(arctanx + arctan(2y)) +
cos(arctan x + arctan(2y)) — 1. Ovéfme piedpoklady Véy 22.

1
Fl(x,y) = T3 2 (cos (arctan x + arctan(2y)) — sin (arctan = + arctan(2y)))
x
2
Fy(z,y) = T a7 (cos (arctan x 4+ arctan(2y)) — sin (arctan x + arctan(2y)))

Chceme, aby = = ¢(y), proto podminka (iii) z Véy 22 je: Fl(x,y) # 0 (zdména proménnych).

Ziejmé F € CY(G), kde je G dostatecnd malé ot. okoli bodu [zg,yo], F(z0,%0) = 0 a F.(xo,y0) =
ﬁ (cos (arctan(—1) 4 arctan(1)) — sin (arctan(—1) + arctan(1))) = 3+ (cos (£ + %) —sin(0)) = 3 #
0.

Dle Véy 22 zadana rovnice ur¢uje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkei ¢ a plati, ze p(yo) =
x0.
Prvni derivace o: Podle Véy 22 spocteme ¢’ (yo).

P(0) = e =

Fy (¢(y0), yo) 3
F} (¢(0),90) 3

Druha derivace ¢: Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle x a dostaneme nasledujici.
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) = Fp(e(y).y)

Aly) == Tr P (cos (arctan (p(y)) + arctan(2y)) — sin (arctan (¢(y)) + arctan(2y)))

B(y) = 1—i-1g0(y)2 - (cos (arctan (p(y)) + arctan(2y)) — sin (arctan (¢(y)) + arctan(2y)))
., A'(y)Bly) — A(y) B’

S y) = — () (yl)32(y) (¥)B'(y)

A(yo) =1

) — 27 8Y 2. ?'(v) 2 - (—sin — Cos
A(y)_(1+4y2)2 ot gy <1+90(y)2+1+4y2> (o) G-

, ~16-4 2 -1 2 . 1 5
A'(yo) = (2)22 '1+§' <1+(1)2 + 1+1> - (—sin(0) — cos(0)) :—2—5 =-3
Blw) =

/ —¢() - #'(v) 1 ¥'(y) 2 .

B0 = ¢ e (T ) ) e
B'(yo) = —(= )4 (=2) 1 —i—% (1 +_(11)2 + 1—?—1) (—sin(0) — cos(0)) = —% - % = _73
_5.1_q.=3 _
PO P A e PR
4

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

£ =T(0) = o) + o) (= 90) = ~1-2 (y— 3 ) =2

™

Priklad 6 (c) arctan(x + siny) + arctan(z 4 cosy) = 7, [zo, o] =
Implicitni funkce: Rovnici anulujme a zavedme funkci F(z,y)
cosy) — . Ovéime piedpoklady Véty 22.

[1,7]
= arctan(z + siny) + arctan(x +

1 1
Fy(z,y) = +
o) 1+ (z+siny)® 14 (z+cosy)?
, - cosy —siny
Fy(xay) -

1+ (z+siny)® 1+ (z+cosy)?

Chceme, aby © = ¢(y), proto podminka (iii) z Véy 22 je: FL(x,y) # 0 (zdména proménnych).
Ziejmé F € CY(G), kde je G dostatecnd malé ot. okoli bodu [xo, 0], F(x0,%0) = 0 a F.(xo,y0) =
1 + 1 1 +1= 3 £0
2 114 (1-1)? 2 2 ’
Dle Véy 22 zadana rovnice urcuje na okoli bodu [z, yo] implicitné zadanou funkei ¢ a plati, Zze p(yo) =

xQ.
Prvni derivace ¢: Podle Véy 22 spocteme ¢’ (yo).

o () = Fy (e(yo), yo) _ 540 _ 1
Fy (¢(y0),yo) s 2
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Druha derivace ¢: Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle x a dostaneme nasledujici.

) (p(y),v)

A A EmY _
A — COs Yy —smy

O o) +ome) T 1+ (o) + cosp)?

1 1

PO T o) e T () + eon)

, A'(y)Bly) — A(y)B'
S ) = () (yl)32(y) (v)B'(y)
A(yo) = —%

, —siny - (1 + (p(y) +sin y)2> —cosy-2-(p(y) +siny) (¢'(y) + cosy)
Ally) = +

(14 (o) +siny)?)’

—cosy - (14 (py) + cosy)?) +siny - 2 (p(y) + cosy) (¢/(y) — siny)

+
<1 + (p(y) + cos y)Q)2

— (- 1 1-(1+(1-1%)+0
(g = = 241 el < (1 2 :3?4+1:§+1=§
Blw) =5
B/(y) _ -1-2. (‘P(y) + Siny) ((p/(i) ;—COSy) N -1.2. (go(y) + cosy) (QOI(ZZ) 2_ Siny)

(14 (o) +siny)?) (14 (p(y) +cosy)’)

. 1 .
Bl(yo) = —2 <1+f)(3 DN 210:é
NS 1 ks 8 T T
¢ (yo) = — -2 %2 3_2%6_€.§

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

v =Tly) = plw) + ¢ 0) 5 —0) =1+ 5 (y—m) =L +1-%

Priklad 7 vzorové reseni Kuncova
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